Ampliacion.
Integral indefinida y definida

1. Reglas de integracion

Explora

Copia y completa la siguiente tabla:

f(x) x° X? 'S XT X I
f'(x) 4° X 5x* £ X 2x
Solucion:
5 3 6 4 2 n+l
fo) x x XX e e X X X X X" X
5 3 6 4 2 n+ |
f'(x) 6x 4 x* x* 3¢ 5 X X | X 0 2x  nx"! X"
Elabora
Calcula las siguientes integrales: | 6 | JSeX dx
3
N J(ZX +3)dx Solucion:
Solucion: 5e* + k
(2x +5)*
g Tk J(8x3—6x2+5x—3)dx
[ 2 | Jd—‘/i Solucion:
x 4 3 5 2
.. 2x" =2+ — x*—=3x+k
Solucién: 2
2Vx +k dx
a5
x/2
& Je dx Solucion:
Solucion: _% +k
262 + k 4x
caee i
Solucion: Solucion:
5r+4 ¥/, }
+
In5 k 7
“J 21| dx mj(5x7—6x5—x2—4)dx
X
Solucién: Solucioén:
L i e LSV U
?In|x+l|+k 8 X 3 4x + k
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3dx
el BN

Solucion:

3W7x
7

+k

12 ] Jeax dx

Solucion:

e3x

3

+k

J dx
m X?_
Solucion:
|

__+k
X

x+2

X +6x+5

11 s
Solucion:

%In|x3+6x+5|+k

15 | JX(5X2 - 1) dx

Solucion:

532 —1y*
0 K

m J5x12 dX

Solucion:
2 . 5x/2
In5

+k

Solucion:

4Vx +k

18 | J(x2 — 4x) dx

Solucion:
3

%—2x2+k

[ 19 | J'6x3 dx

Solucion:

3L+k
2

| | 2
[ + —+2\d
m](z ) o
Solucion:

Vx-t_ 2 4y

x  2x2

EIJ(XE‘—éx2 + 1) dx

Solucion:
4

%—2x3+x+k

22 | J'x(xz + 5) dx

Solucion:

%(x2+5)2+k

2dx

B |,

Solucion:

In|2x = 5| + k

mj(x“—Zx—S) dx

Solucion:

XS

——x*-5x+k
5

2. Integrales indefinidas y definidas

Explora

Calcula la integral F(x) = J'2x dx tal que su grafica pase por el punto (0, 3)

Solucion:
F(x) =x"+3
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Elabora

Calcula tres primitivas de cada una de las siguientes funciones:

Bl () = x+ |

Solucion:
X—2 +x X—z +x+5 X—Z +x-7
2 2 2
Elf(x) = ¢
Solucion:
e e“+2 S|

Calcula las integrales indefinidas:

J(x4 — 6x* + 3) dx

Solucion:

5

X?—Zx3+3x+k

25 IOENEY
Solucion:

SX{/; SXW +7 SX{/F .

8 8 8

b |

dx
Vx
Solucion:
W

2

+ k

| 5
mJ<x2—x+l—7+ >dx

XZ
Solucion:
3 2
X 5
- 5 tx—Injx|—-—+k
3 2 X

Calcula la primitiva de las funciones para que pasen por el
punto que se indica en cada caso:

Eill f(x) = x* — 4 por el punto (0, 0)

Solucion:
3
X Y
——4
3 X

P(0,0) X
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EZ f(x) = € por el punto (0, 2)

Solucioén: AY
e+ |
P(0,2)
X
2x
E& f(x) = — w1 PO el punto (0, 3)
X
Solucioén:
In|x*+ 1] +3
\jkY
P(0, 3)
A

Calcula las integrales definidas aplicando la regla de Barrow:
5

mj(x2—6x+ 10) dx
2

Solucion:
3

Fo = 75 = 3¢+ 10

50 32 18
FO)-FR) =5 -5 =75 =6V

|
35 | J 2e™ dx
0
Solucion:

F(x) = e*
F(1) - F(0) = e*— | u?

¢ dx

Solucion:
F(x) =In|x|; Fe) =F(I)=1-0=1u?

Ampliacion. Integral indefinida y definida



3. Calculo de areas limitadas por curvas

Explora

Calcula contando el area del recinto limitado por el eje X y la recta f(x) = 2x en el intervalo [- 2, 2]

Solucion:
8 u?

Elabora

Calcula el area del recinto limitado por el eje X'y cada una
de las siguientes funciones en los intervalos que se indican.

EIll f(x) = - x* + 2x + 3 en el intervalo [, 4]

Solucion:
AY
<
I
x
A X
A_ >
n
>
3
F(x) = _T+X2+ 3x
I 16
A.—IF(3)—F(|)|-‘9 T"T
20 7
h= I -l =| -9 )= 1
. l6 7 23
Area = A, +A2=T+?=Tu2
I
EER f(x) = e el intervalo [1, €]
Solucion:
AY
X
—_ ()
1 I
>
F(x) = In |x]|
Area = |F(e) - F(I)| = |1 = 0| = | u?

y = 2x

|

EE] f(x) = € en el intervalo [0, ]

Solucion:
AY
y=¢
o
1
x
&
f
X
F(x) = €*

A= |F(1) - FO)| = e — lu?

LD Calcula el area comprendida entre las funciones:

fx) =x*+2x + | g(x) =2 +2

Solucion:

A A3

) — g0 =2~ |

F(x)=XT—x

A 2 2|_+4
Area =\F(I)—F(—I)\:“?‘?‘:?”2
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Eill Calcula el drea comprendida entre las funciones:

f(x) = x* — 2x
gl =x*
Solucion:
AY /
A
2 X
—1 '\Az
fX)=gx)=x,=-1,x,=0,x3=2
fx) — g(x) = x* = x* = 2x
xt X3 2
F(X)_T_T_X
5 5
A|—|F(0)—F(—|)|—‘ "I
8 8
AZ—IF(Z)—F(O)I—\ 5 \—g
, 5 8 37
=] + =—4+ —=— 2
Area = A + A, o3 I2u

EZ4 Calcula el drea comprendida entre el eje X y la si-

guiente funcién:
fx) =x*—4

Solucion:
AY
X
-2 2 o
fX)=0=>x,=-2,x,=2
3
Fo) = 75 = 4x
e [t s 32,
Area—|F(2)—F(—2)|—’ 3 3 |73 U

EE] Calcula el area comprendida entre el eje X y la si-
guiente funcién:

fix) = x> — 4x
Solucién:
AY
) Ay X
A, 2

fX)=0=>x,=-2,x,=0,x; =2
4

Fo) = - —2¢

A =|FO)-F(-=2)|=10+4|=4

A, =|F(2) - F(0)|=1-4-0l=4

Area=A+A, =4+4=84"

4. Aplicaciones de las integrales

Explora

Sea la funcidn f(x) = 2x

a) Calcula mentalmente el area comprendida entre el eje X'y la funcién f(x) en el intervalo [0, 3]

X

b) Calcula la expresion A(x) = J 2t dt aplicando la regla de Barrow, y calcula F(3). ;Cémo son los resultados?
0

Solucion:
a) 9 u?
b) F(x) =x* = F(3) =9

Los resultados son iguales.
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Elabora
ELY Expresa la funcidn area de la funcién
fx) =x+1

en el intervalo [0, x] y calcula el valor del area del
recinto limitado por el eje X y f(x) en el intervalo
[0, 5]

Solucion:
X X2
A(x)=J (t+1)dt=—+x
0 2
_35 5
A(5) = o u

L) Expresa la funcién area de la funcién
flx) =x"+2

en el intervalo [0, x] y calcula el valor del area del
recinto limitado por el eje X y f(x) en el intervalo

[0, 1]

Solucion:

3

A(x)=J (t2+2)dt=xT+2x
0

A
3 U

2

A(l) =

EiJ La velocidad de un mévil en metros por segundo se
da por la siguiente funcion:

t
v(t) =6 ——
=6
donde t se mide en segundos. Calcula el espacio reco-

rrido por el movil en los 5 primeros segundos.

Solucion:

5
t 95
e—L (6—?>dt—Tm

EZl Calcula la funcién que expresa la velocidad de un
coche que mantiene una aceleracién constante de
3 m/s?

Solucion:

v(t) = Jt3 dt =3t

0

L Una empresa que hace cajas de cartdn para embalar
tiene la siguiente funcién de ingreso marginal, en miles
de euros:

X

2

donde x es el nUmero de cajas vendidas en miles.

i(x)=8-

a) ;Qué ingreso se obtiene por la venta de 4000 cajas?

b) ;{Cudl es el ingreso adicional al pasar de 4000 a
5000 cajas vendidas?

Solucion:

2) J: <8 -

5
23
b) J <8 - %) dx = —— mil euros
4

N | %

> dx = 28 mil euros

4

EE] E! coste marginal, en millones de euros, de una em-
presa al fabricar motos se expresa por la funcion:

x
2

donde x se mide en miles de unidades. ;Cudl es el
coste adicional al pasar de 2000 a 4000 unidades?

cx)=3-

Solucion:

4
J (3 - %) dx = 3 millones de euros

2
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Actividades finales

Elabora actividades de las m[ 2=l g,

N X2 — X
secciones s
olucion:
1. Reglas de integracién In |x* — x| + k
Calcula las siguientes integrales: J'
O | (=3x + 1)? dx
EﬂJ’ﬂ 60 JN(
X
Solucion:
Solucién: (=3x+1)
In|x|+k - 9 *tk
mJ'(—3X + 2)5 dX m’[exw dX
Solucion: Solucién:
6
ey e +
18
dx
dx : Ji
k) < L) 5
Solucion: Solucion:
_F I 2V 5;( -1 K
X
mjx e dx mjyx” dx
Solucién: Solucién:
5 o e
10 TERR
/ 3
I-IIJ(—7X“ +AC —x+ 1) dx mJ{/ (3x +5)* dx
Solucion: ..
78 2 Solucion:
—T+x4—7+x+k 7(3x+5)\7/(3x+5)4 ‘K
33
4 dx
5 [
3x mJ(sx“ -9 —6x + 1) dx
Solucion:
8v3x . Solucion:
3 X =3 =-3x+x+k
a (Ve o - JL
I-IIJ L) o iy
Solucion: Solucion:
7X</; _; + k
o 'k 8(2x —I)*
mJSIX" dx I_:Z.Je‘X dx
Solucion: Solucion:
52x—| —x )
+ k —e*+ k
2In5
| 3 X
2 bo —_ —_—
mJ?eXdX mJ<x2+x3+x2+3>dx
Solucion: Solucién:
2 | 3 |
— e+ -+ _In(X*+3)+k
B k v 2 x )
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mj(axu - +3) d

x+2 x

Solucion:

4
X+ x=In|x+2|-—+k
X

Il | o + &) o
Solucion:

|
x2+?esx+k

J(x ¥ )'() dx

Solucion:
2
X
—+In x| + k
—+In

.ﬂ4|'(6x2 —x +2) dx

Solucion:
2

2x3—x7+2x+k

.‘i‘J’<x3 + %xz —8x + I> dx

Solucion:

X3

T+T—4x2+x+k

2. Integrales indefinidas y definidas

Calcula tres primitivas de cada una de las siguientes fun-
ciones:

KLY f(x) = 6x* —8x—3

Solucién:

Fi(x) = 2 — 4x* - 3x
Fy(x) = 2x* —4x> - 3x + 5
Fs(x) =2 —4x* - 3x — 4

7 IR

Solucion:

Fi(x) =2 In ||
F,(x)=21In|x| +7
Fs(x)=21In|x| -8

76 [IORES

Solucion:

F)=e R =e+5 Fx)=e—7

Rl () =

X

Solucion:

3 3 3
F=-— h®=-"7+9 hKK=-"75-7
X X X

Calcula las siguientes integrales indefinidas:
.‘:‘J'(—x3 +3x* + 4x — 1) dx

Solucion:
4

X
—T+x3+2x2—x+k

.Elj(x2 - e") dx

Solucion:

3
X
-2+ k
3

mJW dx

Solucion:
5
5xV x*

9

_ 6 4
mj<(3"_')+2x+3 (5x—|)2>dx

Solucion:
(Bx—1)}
9

+k

+3In|2x+ 3|+ k

4
4+
5(5x —1)

Calcula la primitiva de las siguientes funciones para que pa-
sen por el punto que se indica en cada caso:

KX f(x) = (2x — 1)* por el punto (I, 2)
Solucion:

@x-)* 15
8 8 AY

OP(1,2)

VX

EER ) = % por el punto (I, €)
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Solucion:

In|x| +e

AY
° PP(l,e)
X
. _ |
Bl f(x) = Vs por el punto (2, 5)
Solucién:
Fix)=1+2vx+2
AY
o
P(2,5)
e
[ X
Kl F(x) = 3x? por el punto (I, 3)
Solucion:
o) =x*+2
AY
<]
P(1,3)
&L
K f(x) = ¢ por el punto (0, 0)
Solucién:
F(x) =3e” -3
AY
X
P(0,0) g
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Calcula las siguientes integrales definidas aplicando la regla

de Barrow:
|
mj (x* = 1) dx
=1
Solucion:
3
F(x) = XT - X

F(I)—F(—I)=—%

mJ' Vx dx
Solucion:
F(x) = % xVx
FG3) - F(0) =2V3
mJ’ 2" dx
Solucion:
—-— 2x
F) =102
_ 6
FE) - F(1) =
l-'llll|'ol4x2 dx
Solucion:
F(x) = 4TX3 )
F(1) = F(0) = 3

3. Calculo de areas limitadas por curvas

Calcula el drea del recinto limitado por el eje X y cada una
de las siguientes funciones en los intervalos que se indican:

6
Eill fx) = - " el intervalo de integracion [1, €]

Solucion:

Y

V<

F(x) = 6 In |x]|

Area = |F(e) — F(1)| = |6 - 0] = 6 u?

Ampliacion. Integral indefinida y definida



EA f(x) = € en el intervalo de integracién [0, 1] EEH Calcula el drea comprendida entre las funciones:

=3
Solucion: f(x) X2
AY g(x) =x
Solucién:
AY
| /
X
S | »
1 1]
x X
I 0 =
F(x) = e*
Area = |F(I) = FO)| =e— I & -
fx) =gx) = x,=0,x, = |
EEH f(x) = x* en el intervalo de integracién [0, 1] g(¥) —f0) =X - x°
L o x
Solucion: F(x) = 3 4
AY A n = o L
Area = |F(I)—F(0)|—‘ 2 0‘ =17 Y
N E[J Calcula el 4rea comprendida entre el eje X'y la siguiente
> funcién:
0 f) ==+ |
Solucién:
3 AY
X
F =
() =2
Area = |F(1) - F(0)| = % u’
— 1A X
ELY Calcula el drea comprendida entre las siguientes fun-
ciones:
f(x) =—x*+4x — |
gl =-x+3
fx)=0=>x,=—1,x,= |
Solucién: X3
AY Fi) ==3*x

, 2 2 4
Area = |F(l) - F(-1)| = ‘?+?‘= ?uz

A Y

0 é Eld Calcula el area comprendida entre el eje Xy la siguiente
funcién:
flx) =x* = 2x
Solucién:
AY
f=gx)=x=1x=4
f(x) —g(x) = —x* + 5x - 4
X 5 0_J2 X
=—- 4= 2 _

F) ==+ 2t~ 4x
i 8 I 27 9
Area = |Fi) - F| =[5 + ¢ [= g = g v
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fx)=0=>x,=0,x,=2
xt 23
=95

, 4 4
Area = |F(2) - F(0)| = ’—?—0’= ?uz

4. Aplicaciones de las integrales

L Expresa la funcién 4rea de la funcién f(x) = x* + 2x en
el intervalo [0, x] y calcula el valor del drea del recinto
limitado por el eje Xy f(x) en el intervalo [0, 3]

Solucion:

X 3
a0 =@ r2a="+s A = 180
0

[EE] Expresa la funcién drea de la funcién f(x) = € en el
intervalo [0, x] y calcula el valor del drea del recinto
limitado por el eje Xy f(x) en el intervalo [0, I]

Solucién:
A(x) = J edt=e=A(l)=ed?
0
L[ La velocidad de un moévil en metros por segundo (m/s)
se da por la funcién: v(t) = 2 + t, donde t se mide en

segundos. Calcula el espacio recorrido por el mévil en
los 6 primeros segundos.

Solucion:

6
e=J(2+t)dt=30m
0

LU Calcula las funciones que expresan la velocidad y el espa-
cio recorrido por una pelota que cae libremente al vacio.

Solucion:

Suponemos g = 10 m/s
t t

V(t)=J|0dt= 10t e(t)=J|0tdt=5t2
0 0

2] La funcién de ingreso marginal de un producto, en
millones de euros, es:

i(x) =15—-2x
donde x es el nimero de unidades vendidas en miles.
a) ;Qué ingreso se obtiene por la venta de 2 000 unidades?

b) ;Cudl es el ingreso adicional al pasar de 2000 a 3000
unidades vendidas?

Solucion:

2
a) J (15 — 2x) dx = 26 millones de euros
0

5
b) J (15 — 2x) dx = 10 millones de euros
2

Elabora actividades para reforzar

Calcula:

w5

Solucion:

x° 4
?+In|x|+7+

2%V x . 3{/;

+
3 2 k

.2 3
WK(X”) TN (3x—|)2>dx

Solucion:
(x+3)°
5

—In|2x+3|- +k

3x —|

~ X
iILlE’J'<e/z_7z 3+X2_9>dx
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Solucion:
72x—3

x/2 __
2 o7

+7In|x2—9|+k

3
mj% dx

X

Solucion:

Lo primero que tenemos que hacer es la division, que se
puede hacer mentalmente:

2
XT —In(x)—%+k

Calcula la primitiva de las siguientes funciones para que pa-
sen por el punto que se indica en cada caso y haz el dibujo
de la funcioén integral para comprobarlo:

Ampliacion. Integral indefinida y definida [307



LI f(x) = 2x por el punto (1, 2)

Calcula las siguientes integrales definidas aplicando la regla
de Barrow, dibuja cada una de las funciones del integrando y
haz la interpretacion geométrica de la regla de Barrow:

Solucion:
F(x) = x>+ | AY *
M | O+ 1) ox
0
P(1,2) Soluci6;1:
X Fo9 = 5+ x
F(4)—F(0)=12-0= 12 u?
AY
L5 f(x) = e por el punto (I, €) X
o < =
Solucion: '>'< '>'<
F(x) = ¢&*
AY
El resultado obtenido, 12 u? es el 4rea de la zona coloreada.
P(l,e) 5
X MJ Vx—1I dx
2
Solucion:
2(x —1)vVx -1
Fx)=————
3
16 2 14
| F(5)—F(2)=T—?=Tu2
D =—
109 F{6%] N por el punto (4, 5) AY
Solucion: TI' LI?
F(x) = 2Vx + | (—) x| x|
Y A X
P(4,5)
(=)
&
. 14 , ’
El resultado obtenido, 3 u’, es el drea de la zona coloreada.
|
“ﬂj e* dx
0
I f(x) = i por el punto (e, 5) Solucién:
X F(x) = &*
Solucioén: F(I)-F@0)=e— | u?
F(x) =In |x| + 4 AY
AY
P(e, 5)
&
X ol |- -
> " 1l
x| |x

El resultado obtenido, e — | u? es el area de la zona coloreada.
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3
R
0

Solucion:

F(x) = x*

Area = |F(1) - F(0)| =9 u?

Calcula el area del recinto limitado por el eje X'y cada una de
las siguientes funciones en los intervalos que se indican:

WH ) = P el intervalo [2, e + []
Solucién:
AY
+
Q
1
x
N
o~
1
x
F(x)=21In|x—1]

Area=|F(e+ I)-F(2)| = |2-0| =2 u?

L[ f(x) = e™ en el intervalo [0, I]

Solucion:
AY
N X
o —
] 1
x| |x
F(x) = —e™*
, | |
Area =|F(I)—F(0)|= ’—:+ I‘= I—z u?
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ik Calcula el drea comprendida entre las funciones:

flx) = —3x" + 4 gx) = x*

Solucioén: AY

I
A A%

fx)=gx)=x=-1,x=1
1) — 200 = ¢ + 4
F(x) = —%x3 + 4x

A 8 8 16
Area=!F(I)—F(—I)|=‘?+?‘:T“2

ik Calcula el drea comprendida entre las funciones:

f)=x g =x

Solucion: AY
| /
Al’" ”'Az X
-1 0 |
— |
f)=gx)=>x,==1,%=0,x=1|
fx) — g(x) = x* = x*
xX X
=Ty
2 4
A =A2=F; drea = — u’

15

[iE] Calcula el drea comprendida por el eje X y la siguiente
funcion: f(x) = —x* + 4x

Solucion: AY

V<

fx)=0=x,=0,x, =4
3
Fo) = =75 +2¢

, 32 32
Area = |F(4) - F(0)| = T‘O‘: 2

Ampliacion. Integral indefinida y definida



L4 Calcula el area comprendida por el eje X'y la siguiente
funcion: f(x) = 3x* — x*

Solucion:

A A%

fx)=0=x,=0,x,=3
4

=32
F(x) = x ”

. 27 27
Area = |F(3) - F(0)| = T—O‘ =

k4l Expresa la funcion area A(x) en el intervalo [0, x] limi-
tada por el eje X y la funcién f(x) = 2x — 2. Dibuja la
grafica f(x) y A(x) e interpreta el resultado.

Solucion:

A(x) = j @t -2) dt = x* - 2x
0
AY

VX

La funcion A(x) halla el area comprendida entre el eje X'y
la rectay = 2x — 2 en el intervalo [0, x]

Elabora problemas

LEZ] Dadas las curvas de los siguientes graficos, halla la
férmula de cada una de ellas y luego calcula la integral
indefinida.

a) AY b) AY

%] Expresa la funcién area A(x) en el intervalo [I, x] limi-
tada por el eje X'y la funcién

I
fl) =
a) Dibuja la grifica f(x) y A(x) e interpreta el resultado.

b) Calcula el valor del area del recinto limitado por el
eje X'y la funciédn f(x) en el intervalo [, €]

Solucion:
*

A(x) = J Tdt =In | x|
|

a) AY

La funcién A(x) halla el area comprendida entre el eje X
y la hipérbola y = |/x en el intervalo [I, x]

b) A(e) =Ine=1u?

[EZ] La velocidad de un moévil en metros por segundo viene
dada por la funciéon v(t) = 5 + 2t, donde t se mide en
segundos. Calcula el espacio recorrido por el mévil
entre los 3 y 5 segundos.

Solucién:

e(t) = J(S +2t) dt =5t + ¢

e(5)—e(3) =50-24=26m

Solucioén:
a)y=x*—4x+3

3

Fo) = 5 =20+ 3x+k

|
b)y=7

F(x) =In|x| +k
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[Ef] Dadas las curvas de los siguientes graficos, halla la
férmula de cada una de ellas y luego calcula la integral

indefinida.
a) AY
Q -—
/'/ ;(
b) AY/
- P
Solucion:
a)y=+vx b) y = 2*
2xVx 2
F(x) = 3 + k F(x) = n2 +k

[fi] Dada la rectay = —2x + 4

a) Haz el dibujo de la recta.

b) Calcula dos primitivas.

c) Representa en el mismo dibujo de la recta las dos
primitivas.

d) ;En qué se parecen las dos primitivas?

Solucion:
AY

A A%

Fi(x) = —x* + 4x
Fy(x) = —x* + 4x - 3
Una primitiva se obtiene de la otra por una traslacion.

LEZd Dada la recta del siguiente grafico:
AY

N
A A%
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a) Halla la ecuacion de la recta.
b) Calcula dos primitivas.

c) Representa en el mismo dibujo de la recta las dos
primitivas.

d) ;En qué se parecen las dos primitivas?
Solucién:
a)y=2x

b) F,(x) = x*
Fy(x) =x*— |

<) AY

A A%

d) Una primitiva se obtiene de la otra por traslacion.

[EZ] Dada la curva del siguiente gréfico:

AY

/

/

a) Halla la férmula de la funcion.
b) Calcula una primitiva y represéntala.

c) {En qué se parecen la primitiva y la funcién?

Solucion:

a)y=¢e"

b) F(x) =e* + |

c) Una primitiva se obtiene de la otra por una traslacion.

AY

Ampliacion. Integral indefinida y definida El



[E2] Calcula el area comprendida entre los ejes de coorde- k] Calcula el area comprendida por el eje X y la siguiente

nadas y la funcién f(x) = —x* + x> + 4 funcién:
fx) = ¥ —2x—3
Solucioén: ..
AY Solucién:
AY
ame 4 ¥
: \/3 '
xt X fx)=0=>x,=-1,x,=3
FO = ==+ 5+ 4 =x=-hx
X
, 20 20 F) = 5 —x* = 3x
Area=|F(2)—F(0)|=’T—0‘=Tu2 3

Area = “|e9-2]=32
Area—|F(3)—F(—I)|—‘ 9 3‘— 3 U

K] Dada la curva del siguiente grafico, halla la férmula y luego
calcula la integral indefinida.

AY [EX] Calcula el area comprendida por el eje Xy la siguiente
\ / funcion:
'\ / fx) =x*+3x*—x-3
ANV 5 Solucién:
AY
Solucién: A ;(
fl) = R Aj'
8
X
=—+
F(x) 3 k
[Eil Calcula el drea comprendida entre las funciones: fx) =0 4:> X = _32' =g =1
fx) =—x+5 Fo) = 7+ 6 = = 3x
g(x)=_4 A|=A2=4
Area =8 u?

Solucion:

fix) =glx) = x; ==3,x,=3
LEL] Calcula el drea comprendida por el eje X'y la siguiente

f(x) - g(x)3= -x+9 funcién:
F(x) = _XT + 9y f(x) = x* — 6x* + 9x
Area = |F(3) — F(=3)| = |18 + 18] = 36 u? Solucién:
AY AY
X X
_3/ \; » 0 3 -
/ \
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fx)=0=x,=0,x,=3
4 2

9
F(x)=XT—2x3+%

. 27 27
Area :|F(3)—F(0)|: ‘T—O‘ :T u?

LEX] Calcula el drea comprendida por el eje X'y la siguiente
funcion: f(x) = x* — 5x* + 4

Solucion:
AY
A

—2|-1 K 2 ;(

A A
fX)=0=>x,=-2,%,=-l,x;=1,x,=2

x5
== =4
F(x) 5 3 4x
22 76

A.—A3—F,A2—F
Area =8 u?

Kl Dada la funcién f(x) = x* y una tangente a dicha curva

y = 2x — |, halla el punto de tangencia y el drea
comprendida por el eje de ordenadas, la curva y la
tangente.

Solucion:

X=2%—1=x=I
Punto de tangencia: P(I, 1)
fx) — g0 = X = 2x + |

3
F(x)=XT—x2+x

Area = = u?

LEXd Calcula el area del recinto limitado por la funcién
f(x) = x> — 4 y las tangentes a dicha curva en los puntos
de corte con el eje de abscisas.
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Solucion:
AY

L —
\
A A%

y = x* — 4 corta al eje de abcisas en A(-2, 0) y B(2, 0)
y' = 2x
Recta tangente en el punto A(-2, 0)
y'(-2) =4
y=—-4(x+2)=>y=-4x-8
fl) ~ g = + 4x + 4
8

A,z?u2

Recta tangente en el punto B(2, 0)
y'()=4
y=4(x—-2)=y=4x-8

f) ~ 8(x) = x*— 4x + 4
8

AZZ?UZ
. 16
Area=Tu2

K] El ritmo de crecimiento de una poblacién de aves viene

dado por la funcién:

f(x) =—x*+2x+8
donde x se mide en afios, y f(x), en miles. ;En cudnto
aumentaran las aves durante el segundo y el tercer afio?

Solucion:

El segundo y tercer afio es el tiempo que hay entre el pri-
mer afno y el tercero.

’ 46
J (-x*+2x +8)dx = — miles de aves
|

K] Una tuberia se rompe y se pierde agua a una velocidad

determinada por la funcién:
flty=1+2t
donde t se mide en minutos, y f(t), en litros por minuto.

a) {Cudl es la funcion que da la cantidad de agua perdida
al cabo de x minutos?

b) ;Cuénta agua se pierde durante la cuarta hora?
Solucioén:
a)F(x)=J(I +2t) dt=x+x
0

b) F(4) - F(3) =20 12=8 L

Ampliacion. Integral indefinida y definida El



Elabora problemas de mas nivel

LEL] Representa la funcién:
y=Ix|
y sin utilizar el cdlculo integral halla el 4rea comprendida
entre el eje X'y la funcion en el intervalo [-2, 3]

Solucion:
AY /
X
L
o
| o
] 1
x x
Area = 6,5 u?

L]l Calcula el drea del recinto limitado por el eje Xy la siguiente
funcién en el intervalo de integracion que se indica:

f(x) = 3x? en el intervalo de integracion [-2, 2]

Solucion:

2
Area=J 3x2 dx = 16 u?

-2

kY] Calcula el drea comprendida entre el eje X, la recta

x =4y la funcién:

flx) = Vx+5

Solucion:
AY
//
/ X
_5 <«
0]
X

4
Area=J Vx+5 dx =18 u?
5

LER] Calcula el area comprendida entre los ejes y la funcion:

fix) =-2+Vx
Solucion:
AY
0 4 X

/

4
, 8
= —9) dh < =— 2
Area 0( 2 X ) dx 3 u
LEL] Dadas las funciones:
flx) = kx? glx) =x

halla el valor de k para que el drea comprendida entre
las dos curvas sea 8/3 u?

Solucion:
Resolviendo la ecuacion kx* = x se obtiene x =0y x = I/k

I1/k I
—kXZ dx =
L b =lod) dx =

Resolviendo la ecuacién:

o8
6k> 3 T4
|
a)k—?
AY
&
0 N
bk——i
Y k="%
AY
—4 0 ;(
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LEE] Un movil parte del reposo y tarda 5 segundos en alcan-
zar una velocidad de 6 m/s. Mantiene esa velocidad
durante 2 segundos y comienza a frenar hasta pararse en
2 segundos. Calcula el espacio que ha recorrido.

Solucion:
56X 7 9
Area=J—dx+J6dx+J(—3x+27)dx=
0 5 5 7
=|5+12+6=33m
Ay
y=6
y=65—x y=-3x+27
X
0 5 7 9%

LEL El ndmero de nacimientos, en miles, en una poblacién
viene dado por la funcién: f(x) = — x* + 6éx
donde x se mide en afios.
El nimero de muertes, en miles, en la poblacién viene
dado por la funcién: g(x) = x* — 8x + 20
donde x se mide en afios.
Calcula la variaciéon de poblacion entre el segundo y

quinto ano.
Solucién:
AY Variacion de la poblacién:
f(x) —g(x) = =2 + 14x — 20
5
J (=27 + 14x - 20) dx =
2
= 9 mil personas
<
2 5 i
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LEX4 El coste marginal, en millones de euros, de una empresa
al fabricar juguetes se expresa por la funcién
X
cx)=2+ 3

donde x se mide en miles de unidades.

iCual es el coste adicional al pasar de 2000 a 3 000 uni-
dades?

Solucioén:
Variacién de la poblacion:

5
19
J <2 + L) dx = — millones de euros
5 3 2

LEX] El beneficio marginal, en millones de euros, que se obtiene
de un determinado producto viene dado por la funcién:

b(x) =—x*+4x+5
donde x son, en miles, las unidades que se han produci-
do y se han vendido.

Calcula el beneficio conseguido al aumentar la produc-
cion de 2000 a 4000 unidades.

Solucion:

! 46
J (~x*+4x-5) dx = — millones de euros
2

Ampliacion. Integral indefinida y definida @



I Evaluacion final

Opcién A
Ejercicio 1
3 _x?—6x

- C X
a) Calcula el siguiente limite: lim
X = 2
x"=9

b) Resuelve la siguiente ecuacion:log (8x + 4) —log x = 4 log 2

Solucioén:
a)lmx3—x2—6x=!mx(x—3)(x+2)=
x2-9 (x +3) (x—3)
i X(x+2) _33+2) _I5_5
P ox+3 343 6 2

b) log (8x + 4) — log x = 4 log 2
8x + 4 8x+4

log =log2*= 16
X X

8x +4=16x

4 =8x

X = l

2

Ejercicio 2
Un tridangulo tiene sus vértices en los puntos A(-1, —2),

B(2, 4) y C(—3,2). Calcula el area de dicho triangulo.

Solucion:

B=(2,4)

a
I
T
o
>
=
=g
A A%

Al= (-1,-2)

a) Longitud de la base:
b=d(AB) = b=V (2 + 1) + (4 + 2)> = 3V'5 unidades
b) Altura:

Ecuacion de la recta r que contiene al lado AB:
4+2

— =7
2+ |

Punto A(— I,— 2) y pendiente: m,; =

y=2x+1)-2=2x-y=0
2-3)-2[_ 8
VIeCip Vs

Area del triangulo

h=d(Cr) = unidades

| 8
c)A=—" 3@ - —= = |2 unidades cuadradas
A= 5

Ejercicio 3

Para vallar una finca rectangular de 800 m? se han utilizado
120 m de cerca. Calcula sus dimensiones.

Solucion:

a = altura
b = base
a+b=60
ab = 800
Resolviendo el sistema se obtiene b = 40,a = 20

La finca mide 40 m por 20 m

Ejercicio 4
x2—3x+3

x—1

Dada la funcién:y =

a) Halla los maximos y minimos relativos y estudia el creci-
miento. Halla las asintotas.

b) Con los datos anteriores representa en unos ejes coor-
denados las asintotas y dibuja la curva.
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Solucién:

a) Maximo relativo: A(0, — 3)
Minimo relativo: B(2, )
Creciente (/): (20, 0) U (2, +0)
Decreciente (\): (0, 1) U (1,2)

b) Asintotas:

*Verticales: x = |
* Horizontales: no tiene.
* Oblicuas:y = x -2
AY

/

A A3

£

Ejercicio 5

Se desea unir tres localidades A, B y C entre si con cami-
nos rectos. La distancia desde B a C es de 6 km, el angulo
correspondiente a B mide 55° y el de C mide 80°. Calcula
las distancias de Aa By de A a Cy el area del triangulo
formado.

Solucion:

a=6km
Datos Incégnitas  Férmulas Resolucion
a=6km A A=180°-(B+C) A =180° — (55° + 80°) = 45°
B =55° a b a-senB 6 - sen 55°
e b = —p=22 b= _§95km
C=80 sen A sen B sen A sen 45°
o C o ©
c a _ ¢ =>C=a sen c=6 sen 80 = 8,36 km
senA senC sen A sen 45°
. . | ,
Area Area = Py absen C Area = % 6 - 6,95 sen 80° = 20,53 km?
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Opcién B

Ejercicio 1

a) Calcula: lim (x - M)

b) Resuelvxeﬁla:iguiente ecuacion: 4+ + 273 =320
Solucioén:
a) lim (x = V" + 4x) =

— lim (x = VxX* + 4x)(x + Vx> + 4x)
T X+ VX + 4x

=|I,mx2—(xz+4x) = lim —4x =-2

X —+ oo X — +oo
x +Vx* + 4x x+x

b)4 -4 +23-27=320

Hacemos el cambio de variable 2* = z

47> + 8z = 320

Z2+2z-80=0

Se obtiene z = - 10, z=8

De z = - 10 no se obtiene ninguna solucion

z=8=2=8=x=3

Ejercicio 2

Un agricultor tiene repartidas sus 10 hectdreas de terreno
entre barbecho, cultivo de trigo y cultivo de cebada. La su-
perficie dedicada al trigo ocupa 2 hectareas mas que la de la
cebada, mientras que el terreno en barbecho tiene 6 hecta-
reas menos que la superficie total del cultivo de trigo y de
cebada. ;Cuantas hectéareas hay de cada uno de los cultivos
y cuantas estan en barbecho?

Solucion:
b = Barbecho
t =Trigo
¢ = Cebada
b+t+c=10
t=c+2
b=t+c-6

Resolviendo el sistema se obtiene:
Barbecho = 2 hectareas
Trigo = 5 hectareas

Cebada = 3 hectareas

Ejercicio 3

X= t

Dadas lasrectas:r=y=x+2 y s= ;teR
y=-2+t

a) Calcula la distancia entre ellas.

b) Calcula el angulo que forman.

Solucion:

Vamos a estudiar la posicion relativa.

Recta r:m = | = vector director v = (I, )
Recta s: Vector director v = (1, 1)

Las dos rectas son paralelas.

a) Se toma un punto en una de ellas y hay que calcular
la distancia de ese punto a la otra recta.

Un punto de la recta s es A(0, - 2)

La ecuacion general de larectaresx—y +2 =0

0-(2)+2[_ 4 _4V2 _

K=
= 2v2 unidades

b) Como las rectas son paralelas, el angulo que forman
es 0°

Ejercicio 4

Calcula el valor de los coeficientes a y b para que la funcion
f(x) = X + ax* + b tenga un minimo relativo en el punto
A(2,8)

Solucion:

Si tiene un minimo relativo en el punto A(2, 8), tiene
que pasar por él f(2) = 8

Si tiene un minimo relativo en el punto A(2, 8) entonces
la |.* derivada para x = 2 vale cero.

f'(2) = 0,f'(x) = 3x* + 2ax
De ambas condiciones obtenemos el sistema:
23+a-22+b=8}
3:22+22-2=0
4a+b= o}
12+4a=0

Resolviendo el sistema se obtiene:
a=-3,b=12

Ejercicio 5

Se tiene un paralelogramo cuyas diagonales miden 24 cm y
12 cm respectivamente, y forman un angulo de 50 °. Calcula
el perimetro y el drea de dicho paralelogramo.
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Solucioén: Haciendo lo mismo con el otro triangulo:

Consideramos el triangulo formado por dos medias
diagonales y el lado correspondiente.

a?=122+62—-2-12-6cos 130°
a =165] cm

Para hallar el lado a aplicamos el teorema del coseno: El drea de este tridngulo es:

a?=b*+ c2—2bccos A A2=l'|2-6 sen 130° = 27,58 cm?
a*=122+6*-2-12- 6 cos 50° 2
a=9,35cm

El drea de este triangulo es:

El perimetro es:
2(9,35 + 16,51) = 51,72 cm
El drea total sera:

. o_
A= 21276 sen 507 = 27,58 cm® 2A, +Ay) = 2(27,58 + 27,58) = 110,32 cm?
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