Unidad 10.
\ectores. Ecuaciones de la recta

1. Operaciones con vectores

Explora

Dado el vector v'(3, 4) del dibujo siguiente, calcula mentalmente su longitud y la pendiente.

AY

D/

A.
V(3,4)

C

ey

Solucion: 4
Longitud = 5 Pendiente = 3
Elabora
il Dibuja los vectores de posicién de los siguientes pun- Solucion:
tos: —
s Ay a) [V] =5, 0= 53° 7' 48"
b b) |V] =2v2, o= 135°
Tl B o) |V] =2V5, o = 206° 33’ 54"
E A X d) |V| =29, 00 =291° 48’ 5"
' Kl Calcula v + V' y 0 — v analitica y gréficamente en los
G H siguientes casos:
a) u(1,3)yv(5,2)
Solucién: b) u'(1,3) y V(4. 1)
Solucioén:
a)u +v =(6,5)
U—v=(41)

, o
IEAl Calcula el médulo y el argumento del vector v en los
siguientes casos:

a)v(3,4) b V(=22 V(4-2) d)v(2-5)
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Solucion:
b) —2v = (6, —2)

=064
a) 3v = (3, 6)
AY AY

<y
+
<i
<¥
VX

<y
4
VX

<4

—
Il Calcula las coordenadas de los vectores AB en los

siguientes casos:

2) A2, 1), B3, -2) b) A(4, 1), B(~3, 5)

IEN Calculay representa en cada caso los vectores siguien-
tes:

a) Multiplica por 3 el vector v'(1, 2) Solucién:

a) AB (5, -3) b) AB (-7, 4)

b) Multiplica por —2 el vector v'(-3, I)

2. Producto escalar de vectores

Explora
Calcula de forma razonada y mentalmente el angulo que forman los vectores u' y v’ del dibujo.
AY
V(= 5,5)
o A0G3)
X
>

Solucién:
— z c o . = z
Como el vector u esti en la bisectriz del primer cuadrante y el v en la del segundo, forman un dngulo de 90°

K Calcula el dngulo que forman los vectores siguientes:

Elabora
[l Halla el producto escalar de los vectores siguientes:
a) U(3,4)y V(-2 5) a)u(6,—1)yVv(25) b) u'(-2,-5)y V(3,—4)
b) u'(=2,0)yv(=3,-1) Solucién:
a) AY
Solucion: v(2,5)
au-v =14
byu-v =6 a %
——>
. S > i(6,-1)
@l Calcula la proyeccién del vector u sobre v siendo
u@R,-1)yv@3, 4)
Solucién: Ge2=-5
0. 3_1-4 ) ) cos O = - 2\/2 2=0,2I37
= = — = 0,4 unidades \/6 Tl v2 45
o =77°39" 39"

roA17= =
A V32+4 V25 O
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b) AY
X
o
U(—Z, -5) V(3,—4)
-2:3-5-(-4)
cos O = =0,5199
V(22 + (5 /32 + (- 4y
o =58°40" 17"

3. Determinacion de una

Explora

Dibuja la recta que pasa por los puntos_/)Q(— 2,0) y B(l,
denadas de un vector perpendicular a AB

Solucion:
AY

B(1, §) #

A(-2, 0) X

AB(3, 5)
(5, -3)

Elabora

[LE3 Determina el vector director de las rectas ry s

AY

A \

r

A 3

IS
™~

Solucién:
Vector director de la recta r: v'(5, 4)
Vector director de la rectas: v'(3, -2)
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[EB Halla el valor de x para que los vectores u'(2, 6) y
v (x, —3) sean perpendiculares.

Solucién:
U vV=0=2-18=0=x=9
L[] Halla el valor de x de forma que el producto escalar
de los vectores u'(2, 3) y V'(x, —2) sea igual a 4
Solucién:
U'V=4=2-6=4=x=5
il Escribe las coordenadas de dos vectores perpendicu-
lares a v'(5, —3)

Solucion:
m (3, 5) ny(- 3, - 5)

recta

—
5) y calcula mentalmente las coordenadas del vector AB y las coor-

Bl Dibuja, en cada caso, la recta que pasa por el punto A
. . —
y tiene como vector director v':

a) A2, ), v(l, 1) b) A2, —4), V(-3, 2)
Q) A=2,-4),v(3, 1) d) A(-3,0),v(4,-3)
Solucion:
AY
a)
v 4 X

10. Vectores. Ecuaciones de la recta [225]



b) AY ) Ay
7(-3,2)
X B3.1) x V@43
A-1,-2) " _3
NAR-4) 7 m=-
AY
<)
d) AY
V6. 1) . \
- A1, 3) .
-4 | — X V6910
/. m=-—I|
B(5,—3)\
d) AY

il Comprueba si los puntos A(l, 4), B(2, 1) y C(3, -2)
estan alineados.

<

NS X
A3 0N | 74, -3)

Solucion:

-4 -2-1 L
ME="5_1 = =3 [ing= 3.2 —3 = Estdn alineados.
LY Dibuja, en cada caso, la recta que pasa por los puntos
Ay B, calcula el vector director y la pendiente de la L[l Dibuja la recta que pasa por los puntos A y B y calcula
recta: un vector director y uno normal a la recta en cada
caso:

a) A(l, 2), B(-4,-1)

b) A(-2, 3), B(5, - 1) a) A(-4,-1), B(3, 4)

c)A(-1,-2), B3, I) b) A(=2, I), B(l,-3)

d) A(-1, 3), B(5,-3) Solucién:

Solucion: a) AY
a) AY /é({“)
B} X AB=(7.5)
AL DO & ? (=4, - 1) (5 -7)
B4, -1 mTy
b) AY
b) AY \
) A2, D) .
A2, 3)™ . -4 (=2, )% ;( B=0 -4
o w —>4’ 3
B(5,—1)" m =_; -B\(l,—3) n(4, 3)
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4. La recta en el plano

Explora

Calcula mentalmente las coordenadas del punto P, de un vector director, de un vector normal y el valor de la pendiente de

la recta del dibujo siguiente.

Solucion: 5
P(=5,2);v(3,2);n(2,-3);m = -

Elabora

Halla las ecuaciones vectorial, paramétricas, continua,
general y explicita de la recta determinada por el
punto P(-3, 1) y vector director v'(2, 3)

Solucion:
Ecuacién vectorial:
y)=(3,1)+t2,3);te R

Ecuaciones paramétricas:

=_-3+2
X 3 t}teR

y=1+3t
Ecuacién continua:
x+3 _y-I

2 3
Ecuacién general:
3x-2y+11=0
Ecuacion explicita:

3 I

ALY

JElDadalarectar=4x+3y—-6=0

a) Halla una recta s paralela a r que pase por el punto

P(3, 4)
b) Halla una recta t perpendicular a r que pase por el
punto Q(-2, 1)
Solucién:

a) 4x +3y—24=0 b) 3x—4y+ 10=0
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X(X’ y) ]

B Dadas las siguientes rectas, escribe el tipo de ecua-
cion, halla un punto, un vector director y la pendiente:

a) (xy)=(=21)+ t32),te R

x+5 y-=-2
T TS
Q)x=-4+t
y=3+2t}tER

d)3x—5y+6=0

e)y=3x-4

Solucion:

a) Vectorial: 5
P2, 1); V(3,2), m= =

b) Continua: s
P(-5,2); V(4,5),m= 7

c) Paramétricas:
P(-4,3); v(1,2),m=2

d) General: 3
P(=2,0); V'(5,3),m= =

e) Explicita:
PO, —4); v(I,3),m=3
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Actividades finales

Elabora actividades de las secciones

1. Operaciones con vectores 23 Calcula v + v y U — v analitica y grificamente en los
siguientes casos:

a)uU(-3,2)yv(3,3)
by u'(l,2)yv(4,3)

/\\? Solucion:
< )7+ 7269
u—v=_(-6-1)

D

&) Dado el cuadrildtero de la figura, calcula:

AY

A A%

a) Losvectores de posicion de los vértices del cuadrilatero.

b) Las coordenadas de los vectores: A_B>, B_C>, D_/Z\ y D_é -—

<y
<t
A S

c) Las coordenadas de AB + B?y representa el vector.

d) Las coordenadas de Dj - D% y representa el vector.
Solucién: b)

a) OA(5, 1); OB(=1, 3); OC(=4, —1); OD(2, —5)

=y
+
<

b) AB(—6, 2); BC(~3, —4); DA(3, 6); DC (~6, 4)

<

¢) AB + BC = (=9, -2)

<
¥

<
|
<i

BC

EZ] Calcula y representa en cada caso los siguientes vec-
tores:
a) Multiplica por 2 el vector v'(-2, 3)

d) DA-DC = (9, 2) b) Multiplica por —3 el vector v'(l, 2)

Solucién:
a) 2V = (— 4, 6)
AY
2V
c-é\
— A X
Al Calcula el médulo y el argumento del vector en los
siguientes casos:
a)v(l,5) b)v(-3,4 <ov(2-3) d)v(3 -5 b) — 3v = (-3,-6)
Solucion: 47
a) V| = V26, =78 41" 24"
b) [V = 5, 0 = 126° 527 12" v '
o) V| =v13, o =236° 18" 36" =
—av
d) |v| = v/34, o. = 300° 57’ 50”
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2. Producto escalar de vectores

XY Halla el producto escalar de los vectores siguientes:
Q) u(-2,3)yv(4,-7) b u(0 1)yv(-52)

Solucion:

a)u v =-29 byu v =2

E&J Calcula la proyeccidn del vector u sobre v’ siendo
03,5 yv )

Solucion:
—3-2+5:1 I

proy717=
V22 + |2

=— =-045
V5

£ Calcula el dngulo que forman los vectores siguientes:
a) U3, -5)yv(4 1) b) u'(5,-2) y v(-3, 4)

Solucion:
a) AY
v(4, 1
v(4,1) X
(x »
ii(3,-5)
a=73°4"21"
b) AY
V(-3,4)
% X
(5, -2)
o= 148°40' 17"

Xl Halla el valor de x para que los vectores u'(6, x) y
v (5, —3) sean perpendiculares.

Solucion:
U-v=0=30-3x=0=x= 10

E£J Halla el valor de x de forma que el producto escalar de
los vectores u'(2, —4) y (I, x) sea igual a 6
Solucioén:
uov=6

2—-4x=6=x=-1|

& Analiza si los vectores u'(—2, 5) y v(3, 2) son perpen-
diculares.

Solucion:

-

U+ vV=-6+10=4%0
No son perpendiculares.
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K[} Escribe las coordenadas de dos vectores perpendicula-
o . .
res a v en los siguientes casos:

a)v(3,-2) b) V(- 1,-3)
o) v(0,-1) d) v(l, 0)
Solucion:
a) (2, 3); ny(-2,-3)
b) ny (3, —1); (=3, 1)
o) m (1, 0); ny(=1, 0)
d) m,(0, 1); ny(0, 1)

3. Determinacion de una recta

[Eil] Determina el vector director de las rectas ry s en cada

caso:
a) AY b) AY .
NI g
r 15
\ ~ P
>
-/5 P », z(
s g B g
— ~N &,
AN
Solucion:

a) Vector director de la recta r: v'(9, —7)
Vector director de la rectas: v'(3, |)
b) Vector director de la recta r: v'(2, I)

Vector director de la rectas: v'(3, —2)

[EZ4 Dibuja, en cada caso, la recta que pasa por el punto Ay
. . g
tiene como vector director v:

a) AG, 1), V(= 1,0) b) A(-3, 0), v'(2, 5)
) A-3,-2),vV(4 —1) d) AR, 1), V(=3, 1)

Solucion:
a) AY
AG, 1)
X
EEANP\EEEEEE
v(=1,0)
b) AY
V(2,5)
A(-3,0)

A A%
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d)

[EEJ Dibuja la recta que pasa por los puntos Ay B, y calcula
el vector director, la pendiente y un vector normal de

AY
5
/B.—T V4, 1)
AY
\ A@, 1)
V(=3 ™ §

la recta en cada caso:
a)A(2, 1), B(-1,-4)
c)A(=2,-1),B(l, 3)

Solucion:

2)

b)

d)

hY

/A X

B(-1,-4),

\.
B(~1,5)

AY

A A3

A2, -1

‘e,

B(-3, 5)

AY

b) A3, -2), B(~1, 5)
d) AB3, - 1), B(-3, 5)

v(3,5)
-2
"3
n(5,-3)
v(4,-7)
7
m=y
n'(7, 4)
V3, 4)
4
m=3
n'(4,-3)
V66| (=1, 1)
m=—|
n(l, 1)

[ELY Comprueba si los puntos estan alineados en cada caso:
a) A(-2,5),B(2, 1)y C(3,0)
b) A(=2,-1), B3, 4) y C(I, 1)

Solucion:
2) mig = 2-y _ |-5 :;4=_|
Xy — X| 2+2 4 L
= Estan alineados.

T xy—x, 3-2 |
b _ 4+l 5
)mAB_Xz—X|_3+2_5_ No estan

_V—n _1-4 -3 3 alineados.
mee = imx, 1-3 -2 2

4. Larectaen el plano

[ Halla las ecuaciones vectorial, paramétricas, continua,
general y explicita de la recta determinada por el punto
A'y el vector director:

a) A(2,5)yv(2, 3)
A2, yv( 1)

b) A(=1,3)yvi(4,—1)
d) A0, 3) y v(l,-2)

Solucioén:
a) Ecuacion vectorial:
xy)=(2,5 +t23);te R

Ecuaciones paramétricas:

x=2+2t
y=5+3t} te R

Ecuacién continua:
x—2 y-5
2 3
Ecuacion general:
3x-2y+4=0

Ecuacion explicita:

y=?x+2

b) Ecuacién vectorial:
xy)=(I1,3)+t4,-1); te R

Ecuaciones paramétricas:

x=—|+4t} te R
y=3-t

Ecuacion continua:
x+ |

Ecuacién general:
x+4—-11=0
Ecuacion explicita:

oz U
YT 4T 4
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c) Ecuacion vectorial:
y)=(2,1)+t@2, I)te R

Ecuaciones paramétricas:

=_2+
X 2 2t}te|R

y=1+t
Ecuacién continua:
x+2

7 /7
Ecuacién general:
x—2y+4=0
Ecuacién explicita:

X

=—+2

=9

d) Ecuacion vectorial:
(y)=(0,3)+t(l,-2)y;te R

Ecuaciones paramétricas:

X=t
y=3—2t} te R

Ecuacién continua:
y—3
-2
Ecuacién general:

A +y-3=0

Ecuacién explicita:
y=—-2x+3
[E[J] Escribe las ecuaciones vectorial, paramétricas y general
de los ejes de coordenadas.
Solucién:
* Eje de abscisas, X
Ecuacién vectorial:
(xy)=t(l,0;te R

Ecuaciones paramétricas:

xX=t

y= 0} te R
Ecuacién general:
y=0

* Eje de ordenadas, Y
Ecuacién vectorial:
(xy)=t@O I)te R

Ecuaciones paramétricas:

=0
X _ } te R
y=t
Ecuacién general:
x=0
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Dadas las siguientes rectas, escribe el tipo de ecuacién,
halla un punto, un vector director y la pendiente:

Q) (x,y)=(-42)+t(5, 1),teR
byx+3y+4=0 y=-2x-1

d) x=2+t x-5 _y+2
y=4—2JtER 973 T4

Solucion:
a) Vectorial:
A&ﬁbﬁ@J)m=%
b) General:
AG&WF&—Um=—%
c) Explicita:
A, - 1V (l,-2),m=-2
d) Paramétricas:
AR, 4);v(1,-2),m=-2
e) Continua: /
Mi—%V@A)m=?

[EfJ Halla la ecuacién de la recta que pasa por el punto
A(-4, 5) y tiene pendiente —3

Solucion:
y=—3(x+4)+5
y=-3x-7

L) Dadalarectar=3x—-5y+8=0

a) halla una recta s paralela a r que pase por el punto

P@3,2)
b) halla una recta t perpendicular a r que pase por el
punto P(—1, 2)
Solucioén:

a)3x—-5/+1=0 b)5x+3y—-1=0

Elabora actividades para
reforzar

— —
L] Dados los vectores u(3, —4) y v(-2, 1), calcula las
coordenadas de los siguientes vectores:

a)2u +v

b)3u -2V

Q)2 +V)

dyv -2u
Solucion:
a) (4,-7) b) (13, — 14)
c) (2,-6) d)(-8,9)

10. Vectores. Ecuaciones de la recta [231]



Eil Calcula x e y para que se cumplan las siguientes igualdades:
a) 2(x,y) = (4, 5) b) —3(x, 2) = 4(9, 2y)

Solucion:

b)x=—|2,y=—i

aA)x=2,y=— 4

2
23 Dados u' (-2, 3), V(5, - 1) y w(3, 4), calcula:

a) QU +3V) - w byu -vV+u-w

Solucion:

a) 45 b) -7

— — ,
EEJ Dados los vectores u (3, 1) y v(2, 3), calcula el angulo
— — — —
u v u+vyu-—v
e forman los vectores u +

Solucion:
u+v=_4)
u—-v=(,-2)

o= 102°5" 41"

ELY Dibuja las rectas que pasan por los puntos Ay B, y
calcula el vector director y la pendiente de la recta en
cada caso:

a) A3, 4), B(-5,-1)
b) A(=2, -3), B(5, 6)

Solucion:

a) AY
Zail
| A(3,4)
x v(8,5)
* : — 5
“B5,~1) m=-g
b) AY X
B(5, 6)
X vV(7,9)
- =2
A<—27z =3

[E5f Halla las ecuaciones vectorial, paramétricas, continua,
general y explicita de las rectas dibujadas:

a) AY

/r

I

N,
X

VX

Solucion:

a) * Rectar

b)

P(1, 4), V(2, 3)

Ecuacién vectorial:
xy)=(,4 +t2,3);te R
Ecuaciones paramétricas:
x=1+2t

y=4+ 3t} b

Ecuacién continua:

y—4

x —1

2 3
Ecuacién general:
3x-2y+5=0
Ecuacién explicita:

= — x+—
Y= X",

Recta s
P2, 1),V(3,-1)
Ecuacién vectorial:
xy)=2, 1)+t(3,-I)te R
Ecuaciones paramétricas:
X = 2+ 3t} te R
y=1-t
Ecuacién continua:
ESE il

3
Ecuacién general:
x+3y—-5=0
Ecuacion explicita:

x 5

3 3
Recta r
P(0, 3), v(l, 2)
Ecuacién vectorial:
(xy)=(,3) +t(l,2);te R
Ecuaciones paramétricas:
x=t
y=3+ 2:} te R

Ecuacién continua:
_y-3

T2

Ecuacion general:
2x-y+3=0
Ecuacion explicita:
y=2x+3

X
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* Recta s
P2, -5), V(4,-3)
Ecuacién vectorial:
xy)=2,-5) +t(4,-3);te R
Ecuaciones paramétricas:
x=2+4t
y=—5- 3t} te R
Ecuacién continua:
x—2 _y+*5
4 -3

Ecuacién general:
3x+4y+14=0
Ecuacion explicita:

3 7

R

Elabora problemas

LG Halla el valor de x para que los vectores u(, x)y
v (3, — 4) sean perpendiculares.

Solucién: o
UV=0=21-4x=0=x= "

Eif] Halla el valor de x de forma que el producto escalar de
los vectores u'(—3,—2) y v'(5, x) sea igual a 5

Solucion:

U v=5=—-15-2x=5=x=-10

: . —
[EL Escribe las coordenadas de un vector perpendicular a v
en los siguientes casos:

a) v(5,-2) b) V(=3,-1)
Solucion:
a) n(2, 5) b) n(I, - 3)

EE] Dibuja las rectas que pasan por el punto A y tienen
como vector director v, y determina otro punto de la
recta en cada caso:

a)A(=2, 1),V(2,3) b) A0, 3), V(2, - 1)

Solucion:
a) AY

(2,3)
A2, |)//

VX
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? \ A0, 3)

T84, 1)

v2,-1)

VX<

[ Dadas las siguientes rectas, escribe el tipo de ecuacién,

halla un punto, un vector director y la pendiente:
aQ)y=—-4x+5

b) 2x— 5y + 10 =0

c)x=—4—2t} te R

y= 3-5t
x+5 y+4
)73 =75
Solucion:
a) Explicita:
A0, 5);V(l,—4),m=-4
b) General:

P(=5,0); v(5,2), m =
c) Paramétricas:

P(-4,3);V(2,5), m =
d) Continua:

P(-5,—4);V(3,5), m= %

(SN RN

[Eil] Halla la ecuacién de la recta que pasa por el punto

A(-3, —5) y tiene pendiente 4

Solucion:

Se aplica la forma punto-pendiente:

y=4(x+3)-5
y=4x+7
[EZA Dada la recta r = 5x + 3y + | = 0, halla una recta s

paralela a r que pase por el punto P(l, 3) y una recta t

perpendicular a r que pase por el punto P(-5, 2)

Solucion:

a)5x+3y—14=0 b) 3x— 5y +25=0

[EE] Se tiene que A(l, 2) y se conocen los vectores AE(3, 1),

A?(—4, Ny AD = 2AB + A?. Calcula las coordenadas
de los puntos B, Cy D
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Solucion:

OB=0A+AB=(1,2)+(3, )= (4 3)
OC=0A+AC = (1,2) + (-4, 1) = (-3, 3)
OD=0A+AD=(1,2) +2(3, I) + (=4, 1) = (3, 5)

N
LY Sean los vectores u'(4, 3) y v (-5, x). Calcula el valor de x
— — — —
para que los vectores u + v y u — v sean ortogonales.

Solucion:
U+v=(-1,3+x)
u—-v=(93-x
—9+9-x=0
x=0

[l Halla el valor de x para que los vectores u@4, 3)y
V(x, 1) formen un 4ngulo de 45°

Solucion:
2
4x+3=5-Vx+| %
_ b -
X|—7 Xy = 7

il Determina si los tres puntos siguientes estan alineados:
a) A(l,2),B(-2,-4)y C(3, 6)
b) A0, 1), B(2,-5) y C(- 1, 4)

Solucion:

—

Para que los puntos A, By C estén alineados, los vectores AB
—>

y AC tienen que ser paralelos, es decir, sus coordenadas

tienen que ser proporcionales.
a) AB = (=3, -6), AC = (2, 4), A, By C estan alineados.

b) AB = (2, —6), AC= (= I, 3), A, B y C estin alineados.

Elabora problemas
de mas nivel

Halla el valor de k para que los siguientes puntos estén
alineados:
a) A(l, 4), B(-2, I) y C(3, k)
b) A(0, - 1), B(2,-5) y C(- 1, k)

Solucion:
3 -3

a)AB=(—3,—3),AC=(2,k—4):>T=m:>k=6

—> —> 2 —
b) AB=(2,—-4), AC=(-1,k+ I):>_—|— P
[l Dados los puntos A(2, 4), B(— 1, -2) y C(-3, 1), deter-

mina las coordenadas del punto D(x, y) de forma que
los cuatro puntos formen un paralelogramo.

Solucion:

o'

B4 /OD\ A

2 CIREE
P -
B

OD=0C+BA=(-3,1)+(3,6) =(0,7)

2] Calcula las coordenadas de un vector de médulo uno
. . .z . hd
de la misma direccién y sentido que v (3, 4)

Solucion:

Se divide entre el moédulo, que es 5
53]
"\5°5

[ Calcula los vértices del tridngulo ABC, del que se cono-
cen las coordenadas del punto A(4, 3) y las ecuaciones
de las alturas: x—y+2=0,2x+y—-6=0

Solucion:

Y4

B(—1, )\ I
| Xx=y+2=0

= OA4,3)

.
<

s X

S »

&

2 +y—6=0

c2,0) A

La recta que contiene al lado AB pasa por A y es perpen-
dicularalarectax—y+2=0
A4, 3), my =— |
y-3=—(x—4)
x+y-7=0
Resolviendo el sistema:

x+y—-7=0
2x+y-6=0
La recta que contiene al lado AC pasa por A y es perpen-
dicularalarecta2x+y—-6=0

} se obtiene el vértice: B(—1, 8)

I
A4, 3). =

y-3= 4

x=2y+2=0
Resolviendo el sistema:
x—2y+2=0

X—y+2= 0} se obtiene el vértice: C(— 2, 0)
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